M1 algebre effective PGCD et applications UGA
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Exercice 1 Calculez le pged de 2292 4 2101 4+ 1 et sa dérivée modulo 3 et modulo 5. Conclusion ?

Exercice 2 Soit P = 5123 — 3522 + 39z — 115 et Q = 172* — 232° + 3422 + 392 — 115 dans Q[X]. Calculez le pged
de P et @ modulo 5, 7 et 11. En déduire le pged de P et @ par le théoréme des restes chinois. Que se passe-t-il
modulo 177

Exercice 3 Déterminer le PGCD de 2 + 2 + 1 et 2® + 72? + 7z + 1 dans Q[X].

Exercice 4 Soit P le polynéme x* + 13z + 1. P est-il squarefree modulo p pour p = 7? p = 11?7 P est-il squarefree
dans Q[X]?
Exercice 5 Déterminer la factorisation square-free de =7 + z® + = + 1 modulo 2.

5

Exercice 6 Factoriser 2° — 2* 4+ 2% — 22 — 1 modulo 3 et modulo 5 en utilisant uniquement le PGCD. En déduire

la factorisation sur Q[X].
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Exercice 1 Ecrire un programme qui détermine le degré probable du pged de 2 polynomes en une variable en
utilisant le pged modulaire (on considére le degré probable déterminé lorsqu’on trouve deux nombres premiers
réalisant le minimum des degrés trouvés)

Exercice 2 Ecrire une fonction renvoyant 1 si un polynome est squarefree modulo p. Prolongement : renvoyer une
factorisation partielle du polynome (algorithme de Musser ou de Yun pour une factorisation squarefree).

Exercice 3 Ecrire une fonction testant si un polynome est irréductible modulo p. Utiliser cette fonction pour
construire un polynéme irréductible de degré n modulo p puis une représentation du corps fini GF(p, n)

Exercice 4 Déterminer les degrés des facteurs de 27 + 2° + 2z + 2% + 22 + 22 + 1 modulo 5 et 7 (sans utiliser la
commande factor). Quelle est la factorisation sur Q de ce polynéme ?

Exercice 5 Ecrire une fonction renvoyant la factorisation ddf (distinct degree factorization) d’un polynoéme squa-
refree modulo p. Tester sur ’exemple de I'exercice précédent.

Exercice 6 En utilisant uniquement l'instruction de calcul de PGCD déterminer la multiplicité maximale d’un
facteur irréductible de 2% — 213 — 14212 4+ 122 4 78210 — 542 — 22428 + 11627 4 36125 — 1292° — 3302* + 7223 +
16022 — 162 — 32 € Q[z] Réaliser ensuite une factorisation partielle de ce polynéme.

Exercice 7 Implémenter 1’algorithme de Horner pour évaluer un polynome en un point. Ecrire une fonction qui
renvoie les facteurs de degré 1 d’un polynome P dans Z/p pour p premier (pas trop grand) en testant.
Amélioration : on pourra calculer z? (mod p, P) puis le pged de 2P — z et P modulo p pour diminuer le degré du
polynoéme a tester.



