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1. COURBE PARAMETREE (9 POINTS)

On considere la courbe paramétrée C définie pour ¢ € R par :
x(t) = e 4e ¥
y(t) = —2e +e ¥
(1) Déterminer les symétries éventuelles et le domaine d’étude de (C).

(2) Lacourbe admet-elle des branches infinies ? Si oui, les décrire (asymptotes, branches
paraboliques...).

(3) La courbe admet-elle des points singuliers ? Si oui, les décrire (tangente, position
par rapport a la tangente).

(4) Dresser le double tableau de variations sur le domaine d’étude.

(5) Faire le tracé de la courbe en indiquant le sens de parcours et les éléments importants
déterminés aux questions précédentes.

(6) La courbe est-elle convexe ? Justifier.

(7) Déterminer la longueur de 1’arc de courbe entre les points de parametre ¢t = 0 et
t =In((v/541)/2) sous forme d’une intégrale, puis en donner une valeur approchée
al’aide de la calculatrice.

(8) Soit Z la zone délimitée par la courbe et la droite x = 2. Hachurer Z. Déterminer

l'aire Ade Z :
A://dxdy
z

(9) (Bonus) x et y sont solutions d’un systeme différentiel linéaire homogene a coeffi-

cients constants
d ( X ) M< x )
dar \'y y

Quelles sont les valeurs propres de la matrice M du systeme ? Justifier.

2. CALCUL VARIATIONNEL (3 POINTS)

(1) Donner I’équation d’Euler-Lagrange correspondant au lagrangien
1 , C
L(x,x,t) = ~mi~ — —
(tor) = mi =
ou x(r) € R, et m > 0,C sont des constantes.

(2) Déterminer le hamiltonien associé et justifier qu’il est conservé. Quel est le type de
I’équation différentielle que I’on peut en déduire ?



3. SYSTEMES DIFFERENTIELS (8 POINTS)

On considere le systéme différentiel d’inconnues les fonctions x et y ot x(z),y(r) € R :

% = —x+4y
( *) dy 4
& = X0
(1) Donner la matrice du systéme, déterminer ses valeurs propres et des vecteurs propres

associés.
(2) Déterminer la solution générale de (*).

(3) Vérifier que x + y est une intégrale premiere du systeme (i.e. est indépendant du
temps).

(4) Donner la solution du systéme ayant comme condition initiale x(0) = 1,y(0) = 0.
Quel est son comportement lorsque ¢ — +oo?

(5) On suppose x et y sont positifs ou nuls a I’instant initial = 0, i.e. x(0) > 0,y(0) > 0.
Quelle(s) condition(s) initiale(s) permet(tent) d’assurer que x tend vers O lorsque
t— Foo?

(6) On considere dans cette question le systeme

d—’t‘ = —ax+by+c
& = ax—by

ol a, b, c sont des parametres réels strictement positifs. x est-il borné lorsque ¢ tend
vers oo ?

(7) On modélise I’exces de CO2 atmosphérique a I’instant ¢ (par rapport a la concen-
tration préindustrielle, en unité de temps arbitraire) par x(¢) et ’exceés de CO2 dans
I’océan et la biosphere par y(z) avec a =4 et b = 1 [N.B. I’énoncé initial indiquait
a=1letb=4].

Discuter 1’évolution de I’excés du CO2 modélisé dans 1’atmospheére en supposant
les hypotheses de la question 4 (i.e. arrét des émissions humaines a I’instant t = 0),
puis celles de la question 6 (i.e. émissions humaines constantes).

(8) (Bonus) Un modele plus réaliste de systeme différentiel linéaire a coefficients constants

en dimension 4 donne pour I’excés de concentration atmosphérique x(¢) (¢ en an-
nées) dans les hypotheses de la question 3 (arrét des émissions a I’instant = 0) :

x(t) = ap+are”/ +ae™" +aze”!/®

olay=0.2, a;=0.26,7,=20, a»;=0.34,79=100, a3z3=0.2,73 =400 (a;, T
modélisent 1’océan superficiel et la biosphere, ay, 7p 1’océan intermédiaire et a3, T3
I’océan profond.)

Que peut-on dire des valeurs propres de la matrice du systeme ?



